
Aula 5

Definição: Seja S ⊂ R3 uma superf́ıcie, ou seja, uma
variedade de dimensão 2, parametrizada (globalmente) por
g : Ω ⊂ R2 → R3, e seja ϕ : S → R um campo escalar
cont́ınuo sobre a superf́ıcie. Então, define-se o integral de ϕ
sobre a superf́ıcie S, e designa-se por�

S

ϕ ou

�
S

ϕ dS,

o valor �
Ω

ϕ(g(u, v))

∥∥∥∥∂g∂u × ∂g

∂v

∥∥∥∥ du dv,
sempre que este integral (calculado sobre (u, v) ∈ Ω ⊂ R2)
exista.
Em particular, fazendo ϕ = 1, obtém-se a área da superf́ıcie S

A(S) = Vol2(S) =

�
S

1 dS =

�
Ω

∥∥∥∥∂g∂u × ∂g

∂v

∥∥∥∥ du dv.



Propriedade: Sejam a = (a1, a2, a3),b = (b1, b2, b3) ∈ R3, e
considere-se a matriz

∆ =

 a1 b1
a2 b2
a3 b3

 .

Então,
∥a× b∥ = (det∆T∆)1/2.

O integral duma função ϕ sobre uma superf́ıcie S pode
portanto também ser calculado como�

S

ϕ dS =

�
Ω

ϕ(g(u, v))(detDg(u, v)TDg(u, v))1/2du dv.



Definição: Dada uma parametrização g : Ω ⊂ Rm → Rn

duma variedade de dimensão m, designa-se por forma ou
elemento de volume-m a função

(detDg(u)TDg(u))1/2 =
√
detG(u),

para u ∈ Ω ⊂ Rm, e em que

G(u) = Dg(u)TDg(u),

é a chamada matriz da métrica da variedade formada
pelos produtos internos das derivadas direcionais da
parametrização

Gi,j(u) =
∂g

∂ui
(u) · ∂g

∂uj
(u), 1 ≤ i, j ≤ m.



Definição: Seja M ⊂ Rn uma variedade de dimensão m,
parametrizada (globalmente) por g : Ω ⊂ Rm → Rn, e seja
ϕ : M → R um campo escalar cont́ınuo sobre a variedade.
Então, define-se o integral de ϕ sobre a variedade M , e
designa-se por �

M

ϕ ou

�
M

ϕ dVm,

o valor �
Ω

ϕ(g(u))(detDg(u)TDg(u))1/2du,

sempre que este integral (calculado sobre u ∈ Ω ⊂ Rm) exista.
Em particular, fazendo ϕ = 1, obtém-se o volume
m-dimensional da variedade M

Volm(M) =

�
M

1 dVm =

�
Ω

(detDg(u)TDg(u))1/2du.



Invariância do integral para diferentes parametrizações

Proposição: Se uma mesma variedade M é parametrizada
(globalmente) por duas parametrizações diferentes, digamos,
g : u ∈ Ω ⊂ Rm → M ⊂ Rn e h : v ∈ Λ ⊂ Rm → M ⊂ Rn,
então h−1 ◦ g : Ω → Λ é uma mudança de coordenadas em
Rm e tem-se a relação entre os elementos de volume das duas
parametrizações

(detDg(u)TDg(u))1/2 = (detDh(v)TDh(v))1/2
∣∣∣∣det ∂v∂u

∣∣∣∣ ,
pelo que o integral sobre M é invariante
�
Ω

ϕ(g(u))(detDg(u)TDg(u))1/2du =

=

�
Λ

ϕ(h(v))(detDh(v)TDh(v))1/2dv.



Fluxo através de uma superf́ıcie (orientável)

Definição: Seja S ⊂ R3 uma superf́ıcie, isto é, uma variedade
de dimensão 2. Diz-se que S é uma superf́ıcie orientável
se existir um campo vetorial cont́ınuo ν : S → R3 tal que em
cada ponto p ∈ S o vetor ν(x) é unitário e normal a S.
Quando tal é verificado, existem duas alternativas para esse
campo, ±ν, e cada uma delas diz-se que define uma
orientação de S (das duas posśıveis).
Esta definição é generalizável a qualquer variedade M ⊂ Rn,
de dimensão n− 1 (designa-se por hipersuperf́ıcie).

Orientável vs Não-orientável



Definição: Seja S ⊂ Rn, uma hipersuperf́ıce (variedade de
dimensão n− 1) orientável. Seja ν : S → Rn a escolha de uma
das duas posśıveis orientações de S e seja F : S → Rn um
campo vetorial cont́ınuo definido em S. Designa-se por fluxo
de F através de S na orientação dada por ν o integral�

S

F · ν dS.

Se S for parametrizada por g : Ω ⊂ Rn−1 → Rn este integral
é dado pela fórmula�

Ω

F(g(u)) · ν(g(u))(detDg(u)TDg(u))1/2du.

Proposição: Seja S ⊂ R3 uma superf́ıcie, ou seja, uma
variedade de dimensão 2, orientável, parametrizada
(globalmente) por g : Ω ⊂ R2 → R3, e seja F : S → R3 um
campo vetorial cont́ınuo sobre a superf́ıcie. Então, o fluxo de
F através de S é dado por

±
�
Ω

F(g(u, v)) ·
(
∂g

∂u
× ∂g

∂v

)
du dv,

com a escolha do sinal ± de acordo com a orientação
escolhida para a superf́ıcie.


